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Résumé

Dans ce rapport, les lectures dirigées effectuées dans le cadre d’un stage en
géométrie spectrale seront détaillées. Aprés une bréve introduction a la théorie
spectrale, les résultats de trois mois de recherches seront présentés. Quelques pro-
positions seront montrées puis 'opérateur de Laplace-Beltrami sera introduit, suivi
par la résolution du probléme de Steklov sur différents domaines de I’espace eu-
clidien. Cette derniére partie permettra de mettre en évidence I'importance du
lien entre la géométrie d’une variété et son spectre de valeurs propres. Il faudra
donc expliciter certains résultats préalables, pour ensuite définir et présenter le
laplacien, tel que c’est fait dans [3]. Enfin, une bréve présentation de la vie de
Vladimir Andreevich Steklov permettra d’introduire le probléme de Steklov, et sa
résolution sur des domaines en une et deux dimensions.

I INTRODUCTION A LA THEORIE SPECTRALE

L’objectif de la géométrie spectrale est d’étudier les vibrations causées par n’importe quel
type d’onde, lumineuse ou mécanique, sur une variété riemannienne quelconque. Plus préci-
sément, les liens entre la géométrie de cette variété et son spectre de valeurs propres sont mis
en évidence a partir de la résolution de différents problemes d’équations différentielles. En
effet, les valeurs propres obtenues représentent les fréquences de vibrations du domaine, et les
fonctions propres en représentent les modes.

Certaines propriétés d’algebre matricielle sont donc utilisées dans l’espace des fonctions
différentiables. Pour que cela soit possible, il faut que I'opérateur impliqué soit elliptique. Le
laplacien satisfait cette condition. Pour cette raison, il occupe une place centrale en théorie
spectrale. Dans ce rapport, seuls les domaines de ’espace euclidien seront étudiés.

II LE LAPLACIEN

Avant méme de commencer les lectures, quelques propositions ont été montrés afin de
mettre en place certaines notions utiles pour comprendre les articles futurs.



II.1 Valeurs propres d’'une matrice hermitienne

Tout d’abord, on rappelle que les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice
quelconque M sont, respectivement, les A et @ satisfaisant :

Mz = \x

De fagon analogue, les valeurs propres et fonctions propres du laplacien, noté A, sur une
variété riemannienne €2 sont obtenues en résolvant I’équation suivante :

Au=Au sur ()
u=20 sur 0f)

ou la deuxieme équation est la condition frontiere de Dirichlet. On aussi aurait pu choisir la

0
condition frontiére de Neumann : au_ 0 sur 0f)

on

Proposition I1.1 Soient A1, ..., A, les valeurs propres d’une matrice A hermitienne, ordon-
nées par ordre de valeur absolue, i.e. |A1| < |A2| < ... < |\,|. Pour deux vecteurs x,y € R",
on note par (x,y) le produit scalaire usuel. Alors :

A
’)‘1’ = inf ( ‘T?x)a
:c;]éf%)" (z,x)

(1)

(2)

plus généralement :

(3)

rlo;Vi<j

PREUVE 1. A étant hermitienne, ses vecteurs propres vq, ..., v, forment une base orthonormée
de R". Donc, V& € R", on peut écrire :
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Or, puisque A est hermitienne, Vi # j on a (v;,v;) =0 et ||| =1

(Az,x) 35 il lvil?

(@.2) L vl

?, C,LQ)\Z
= o 2 (4)
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Alors, on voit que lorsque ’on veut minimiser (4) avec & # 0, les \; étant fixés, on minimise
le numérateur par ¢; = 0 Vi € {2,...,n}. Alors, pour tout ¢1, on obtient (1).

De méme, pour maximiser (4) on prend & = v,. On obtient alors (2).

Enfin, (3) est obtenue en prenant un vecteur & L v;Vi < j . Dans ce cas :

(Ax,x) —j i
(x,2) L
Par le méme raisonnement que pour montrer (1), on peut alors déduire (3). O

I1.2 Propriétés du laplacien

n 0
= ox?

Soit C'2°(R™) I'ensemble des fonctions lisses & support compact sur R™. On y définit le
produit scalaire par :

On définit le laplacien sur R™ par : A = div.V =Y

(o= | @)@

Proposition IL.2 Vf g € C°(R"™), (Af,g9) = (f,Ag)

PREUVE 2. Montrons par induction que Vf,g € C°(R"™) le laplacien est auto-adjoint, ¢’est-
a~dire qu'on a : (Af,g) = (f,Ag).
Pour n = 1, on se place sur R. On a que :

(A1.9) = [ Af@)g@) da

02 S
= X aj;(;)g(x) dz

Par intégration par partie, on a :

819 = [0 " [ 2@,



of (x)—1~
Or, comme f et g sont & support compact, { 8( >g :E)} =0, donc :
€r —0oQ

(Af.g) = /Raf( )wa
[fj +/f
/f 8x2

= (f,Ag)

Supposons qu’il existe un p tel que (Af, g) = (f, Ag) sur RP~L. Alors, sur R? :

o= - /R G ) v W

= 8wk

p=1l 92
8 ZL‘1,..., )7
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0? ey Tp)———————
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/ / axi P
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grace a ’hypothese de récurrence et a la preuve sur R.

= (Af,g9) = (f,Ag) sur R".

Une derniére propriété du laplacien est tres importante :

Proposition 11.3 Soient ¢4, ..., ¢, les fonctions propres du laplacien. Alors :

Vi # j, (¢i, ¢5) =0




PREUVE 3. Soient ¢; et ¢; deux fonctions propres du laplacien distinctes, c’est a dire que :
Ag; = N\ig; et Ap; = \jp;. Alors :

Ad; Ao
00 = (5265) = <¢l, ?>
Puisque le laplacien est auto-adjoint, on peut écrire :
(¢z A@) (Aqﬁl, qb])
Aj
=0= <¢Z A%) — (Aqﬁi, ¢]>
Aj
Pi 37— b5
— [ ZAG: — A L
=0 ~/Q)\i oj qﬁz)\jdw
_ [ Cixg_ne b
= o_/Q S0 = Nidi? da
Puisque les A sont réels, on a :
AjoN —

AN
=0= (AZ - Ag) (¢l7¢j)

Or, puisque A\; # A; :

A i =) A)
NN AN 70

O]

De cette fagon, le laplacien étant auto-adjoint et ses fonctions propres formant une base
orthogonale de ’ensemble de solutions, on peut le comparer aux matrices hermitiennes et
donc lui appliquer le résultat obtenu en (3). En effet, si on choisit les conditions frontieres de
Dirichlet on obtient :

N — (Az,z) . [ Af(z) f(z )
j = inf = in = 2y
recg@) (zx)  rece@) 7 [f(2)]2d
170 170
fleVi<y fLéiVi<j

ou A; est la j¢ valeur propre du laplacien en terme de valeur absolue, et f une fonction
quelconque.



IIT LE PROBLEME DE STEKLOV

Parmi les différents problémes étudiés en géométrie spectrale, le probléeme de Steklov fait
partie d’'un des nombreux héritages mathématiques laissé par le mathématicien Vladimir
Andreevich Steklov.

Né en 1866 a Nijni Novgorod, en Russie, Steklov était aussi spécialisé en physique et en
mécanique. En effet, passionné par le sciences, il disait que "les mathématiques et la physique
ont maintenant fusionné a un tel point qu’il est parfois difficile de retrouver la limite qui les
sépare". En 1919, il fonda le Département de Mathématiques dans I’Université de Moscou et
le fit fusionner deux ans plus tard avec le Département de Physique. De cette facon, il fonda
et dirigea I'Institut de Mathématiques et de Physique, qui porte le nom d’Institut Steklov
depuis sa mort en 1926. Aujourd’hui, I'Institut Steklov est 'un des plus grand instituts en
mathématiques au monde.

Outre un héritage mathématique, Steklov a, entre autres, laissé au domaine de la géométrie
spectrale le probléme suivant :

Au=20 sur ()
ou
— =ou sur Jf)
on

Ce probleme se retrouve dans de nombreuses situations de la vie quotidienne, comme on
peut en trouver un exemple dans [2] sur 'importance du choix de la tasse lorsqu’on transporte
son café. Il a été résolu analytiquement sur le disque et le carré. Ces domaines ayant pour
particularité d’étre tres symétriques, on peut utiliser la séparation de variables pour résoudre
I’équation différentielle Au =0

On commence par étudier le disque. Il est important de mentionner que les translations,
les rotations et les symétries du domaine ne changent pas les résultats. De plus, si le domaine
est transformé par une homothétie, les valeurs propres sont compensées par la constante
d’agrandissement ou de réduction. En effet, si les valeurs propres A correspondent aux valeurs
propres de Steklov sur €2, le domaine af) aura pour valeurs propres %

On se place donc sur le cercle unité. Par commodité, on utilise les coordonnées polaires.
De cette fagon : r =+/2? 4+ 42 et tanfd = £. En coordonnées polaires, on peut montrer par
dérivation en chaine que le laplacien devient :

92 10 1 9?2

A= 29 29
Or? +r3r+r2602



Sans perte de généralité, la symétrie du domaine permet de rechercher des solutions de la
forme u(r,0) = R(r)©(#) Alors, on résout :

O2R(r) 19R(r)
g OO+ T
)

= 0=7rR"(r) + rR'r) +

1 9%0(0)
2

0= 00?2
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C’est 1a toute l'astuce de la séparation de variables. Puisque 0 et r sont deux variables indé-
pendantes, on ne peut qu’avoir un k € R tel que :

2 ©0)
6§0) (5)
2 2B, R

La premiére équation de (5) est une équation différentielle ordinaire d’ordre 2. Sa résolution
est plutdt directe et donne ©(0) = ¢; cos(kf) + co sin(k6)
La deuxiéme équation de (5) nécessite un peu plus de travail. Tout d’abord, on a que :
o R(r) | R(r)

r r =k?> < r?R'(r)+rR'(r) — K*R(r) =
7o) TRy = B e PR ) R () — P R(r) =0

Supposons que :

l
r) = Zairi avec a; # 0

=0

= R/ Z a;ir'™

:>R” Zaz (i—1)r



En remplagant dans I’équation, on obtient :
0= r? Z aii(i — 1) 41 Z aiirt™t — k2 Z a;r' Vr € R
i=2 j i=0

:>0—Za2 (i—1)r —{—Zaﬂr —k‘2Zalr Vre R
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On élimine 1 = -k car on ne veut pas de singularité en 0. Alors :R(r) = ar* et k € IN

ou

0 0
11 reste maintenant & résoudre — = gu. Sur le cercle, au_ 9t _ R'(r)©(0). De plus, sur
on on  Or
0 r =1 Donc :

R'(1)0(0) = o R(1)0(8)
= R(1) =

Enfin, on obtient une base de fonctions propres B = {r* cos(kf), r* sin(k6)} de valeurs propres
0,1,1,2,2...



Prenons le maintenant le carré [—1;1] x [—1,1]. La méthode ici est similaire, c’est a dire
qu’on procéde par séparation de variables : on prend u(z,y) = v(z)w(y). On obtient alors :

W) (6)

Ici encore, les équations différentielles sont ordinaires. On obtient avec la méthode usuelle de
notre choix :

v(x) =c1 cos(ax) + ¢ sin(ax)
w(y) =d; cosh(ay) + dg sinh(ay)

On a donc une base de fonctions propres : B = {cosh ay cos auz, cosh ax cos ay, cosh ay sin acz,
cosh aux sin ay, sinh ax cos ay, sinh ayy cos aux, sinh ax sin ay }.

La difficulté, sur ce domaine, est de prendre en compte les quatre singularités aux quatre
coins du carré. En effet, le vecteur normal dépend d’ou on se place sur la frontiere :

(1,0) siz=1etye€]—1,1]
(0,1) sizel—1,1[ety=1
=(-1,0) siz=-letye]—1,1]
(0,-1) sizel—1,1]ety=—1

En remplagant dans
on

= ou sur Jf2 on obtient les quatre conditions suivantes :

V'(z) = ov(z) siz=1letye]—1,1]
w' (y) = ow(y) size]l—1,1[ety=1
—v'(x) =ov(z) siz=-letye]—1,1]
—w'(y) =ow(y) size]—1,1[ety=—1

On choisit u(x) = B cosh ay cos ax. Alors la premiére équation donne :
v'(1) = ov(1) = —Basina = Bocosa = 0 = —atana

On procéde de méme avec les deuxieme, troisieme et derniere équations qui donnent respec-
tivement ¢ = atanha,0 = —atana et ¢ = —atanh a.

On a alors une conditions sur « : si « satisfait tan(a) = —tanh(a), alors les valeurs
propres de Steklov sont de la forme : 0 = atanh(a) et les fonctions propres associées sont
combinaisons linéaires de la base B = {cos(ax)cosh(ay), cos(ay)cosh(ax)}. Les résultats
obtenus en choisissant les trois autres différents u(x) possibles sont présentés dans le tableau
ci-dessous, extrait de [1] :



Eigenspace basis Conditions on « Eigenvalues Asymptotic behaviour

cos(az) cosh(ay)
cos(ay) cosh(az) tan(a) = —tanh(c) atanh(a) 3+ 7 + O ~)
(

sin(ax) cosh(ay)

sin(ay) cosh(az) tan(a) = coth(a) atanh(a) 1T+ 0(GF™=)
cos(az) sinh(ay)

cos(ay)sinh(az) tan(a)= —coth(a) acoth(a) %Tﬁ + 75 + O ~)
sin(az) sinh(ay)

sin(ay) sinh(az) tan(a) = tanh(a) a coth(a) TH+mi+0(F=)
Ty 1

TABLE 1. Eigenfunctions obtained by separation of variables on
the square (—1,1) x (—1,1).

Pour trouver les o correspondants, on doit chercher les zéros de la fonction suivante :
f(z) = tan(a) + tanh(a). L’équation f(x) = 0 étant transcendante, les solutions en « se
trouvent numériquement. Avec la méthode de Newton, on obtient alors les «, puis les valeurs

propres o.
Il reste alors a exprimer leur formule générale. On peut montrer que tanh j = 14+ O(j~°°).
Alors tana = —tanha = =1 4+ O(a™®) = o ~ 3{{ + mj ; j € IN. On parle alors d’un

comportement asymptotique a %’T + 75+ O(F™).
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